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Let .4 be a hypergraph possibly infinite but whose edges are finite sets. An s- 
transversal of .M’ is a set of vertices of M’ whose intersection with each edge A has 
a power greater than or equal to some cardinal s(A). Three successively stronger 
kinds of matchings of .M’ are defined: the s-maximal, the strongly s-maximal, and 
the s-perfect matchings. The first two generalize matchings of maximal cardinality, 
whereas a matching Q is s-perfect i f f  .FJ has an s-transversal T with 7’~ U V and 
/ Tn Cl = s(C) for every C E Q. Several classes of hypergraphs having strongly s- 
maximal or s-perfect matchings are characterized. 
INTRODUCTION 
Comme Berge l’a signale dans I’introduction de son livre “Graphes et 
hypergraphes” [ 11, la theorie des hypergraphes offre un cadre de choix pour 
unifier certains resultats de la theorie des graphes. 
C’est ainsi que nous utiliserons les hypergraphes infinis pour unifier et 
glneraliser plusieurs proprietes de la theorie des graphes infinis, telles que 
certaines extensions du theortme de Menger (cf. [ 91) et certains resultats sur 
les couplages (cf. [6, 71). 
A cet effet, nous generaliserons la notion de transversal d’un hypergraphe 
& en definissant le concept de s-transversal de d: c’est un ensemble de 
sommets de S? dont l’intersection avec toute a&e A est de cardinalite 
superieure ou egale i un certain cardinal s(A) fixe a l’avance. Un transversal 
de J/ est done un s-transversal tel que s(A) = 1 pour toute a&e A de &‘. 
Certains thiorimes de type minimax lies aux s-transversaux sont alors 
prouves. Ceux-ci font appel aux notions de s-normalitk, semi-s-normalite’ et 
quasi-s-normalite’, les deux premieres genlralisant celles de normalite et de 
semi-normalite introduites par Lovisz [4] dans le cas des hypergraphes finis. 





Copyright 0 1982 by Academic Press. Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
294 NORBERTPOLAT 
Le but principal de cet article est de caracteriser certaines classes 
d’hypergraphes possedant des couplages s-parfaits, i.e., des ensembles @ 
d’arstes deux a deux disjointes tels qu’il existe un s-transversal T pour lequel 
on ait T c UG? et 1 Tn C] = s(C) quel que soit C E B. Dans le cas oli 
I’hypergraphe d est un graphe et s(A) = IA ] = 2 pour toute a&e A. on 
retrouve alors la notion usueile de couplage parfait d’un graphe. D’autre part 
si .d est un hypergraphe dont les a&es sont les ensembles de sommets de 
toutes les chaines d’un graphe reliant deux ensembles de sommets de ce 
dernier, on retrouve alors une des formes du theoreme de Menger. 
Un concept plus faible, celui de couplage fortement s-maximal gineralisant 
des notions introduites dans [7,9], est etudie parallelement. 
Mentionnons pour terminer que nous nous sommes limit& dans cet article 
aux hypergraphes dont toutes les aretes sont tinies. 
0. NOTATION ET TERMINOLOGIE 
0.1. Pour un ensemble X nous noterons 1x1 la cardinalite de X, et ‘p(X) 
(resp. ‘Q,(X)) l’ensemble des parties (resp. des parties tinies) de X. De plus 
XA Y dbignera la difference symetrique des ensembles X et Y. Finalement 
si n est un cardinal nous noterons n+ le successeur de n. 
0.2. Un hypergraphe est un couple (S, &) ou ~2 est un ensemble de 
parties non vides de S, tels que UcpP = S. En raison de cette condition, on 
identifiera d avec (S, ~4). Les elements de -& (resp. de U&‘) sont les 
ar&es (resp. les sommets) de l’hypergraphe. 
0.3. Un hypergraphe L& est exrzmal (i.e., une famille de Sperner) si, pour 
tousA,,A,E&,onaA,zA,impliqueA,=A,. 
0.4. Un hypergraphe partiel de ~4 est une partie quelconque 9 de .d. 
Soit V un ensemble des sommets. Le sous-hypergraphe de M’ engendrkpar V 
est l’hypergraphe 
&[V]={AnVzAE&etAnV#0}. 
La section de & induite par V est l’hypergraphe 
dI V=df-l~(v). 
Nous poserons aussi 
d-V=d[Ud-V] 
et 
d\V= d 1 ((J&f - V). 
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0.5. Si (J& est fini (resp. dinombrable, infini), on dira que l’hypergraphe 
,d est fini (resp. denombrable, infini). 
Certaines des definitions qui suivent different llgerement de celles que I’on 
pose habituellement dans le cas tini, mais elles sont plus pratiques lorsqu’on 
considere des hypergraphes infinis. 
0.6. On appelle rang d’un hypergaphe J/ le cardinal 
r(&)=sup{]AJf:A Ed}. 
Un hypergraphe est untforme ssi toutes ses a&es ont la mtme cardinalite. 
Par exemple, avec ce qui precede, un graphe non oriente saris sommet isole 
est un hypergraphe uniforme de rang 3, c’est-a-dire dont toutes les a&es 
sont de cardinalitt &gale 1 2. 
0.7. Pour une pat-tie tkie non vide Y de u & on posera 
d,(v)=sup{(9)+:9EJ tel que, quels que 
soientB,,B,E9,onaB,#B,*B,nB,=V). 
&‘est localement jini ssi dJV) 6 w  pour toute partie tinie non vide de 
(JJ/. Plus genlralement -& est quasi-localement fini s’il existe une partie 
finie V de U-ts telle que &\V soit localement fini. 
On posera encore 
6(Lr9)=sup(].8]+:9E~ et n.59#0]. 
On a tvidemment 
sup(dd(v)+: vE’Q&‘)- ~011<&4- 
0.8. Dans cet article nous utiliserons a plusieurs occasions la version du 
principe de selection de Rado telle qu’enoncee par McCarthy dans [6], et 
que nous allons rappeler. 
PR~NCIPE DE SELECTION DE RADO. Soit (AJoEZ une famille de parties 
Jinies non vides dun ensemble S; et soit (~,)i., une famille de parties jinies 
de C telle que, quels que soient i, j E I, il existe k E I avec pi V .Tj G 2Yk, et 
uis,z,=z. 
Si, pour tout i E Z, il existe une fonction de choix tIi E noEZiAo alors il 




1.1. Soit ~4 un hypergraphe, Z un intervalle tini ou infini de l’ensemble Z 
des entiers relatifs, et soit W=(X,,A”,X,+,),,~, tel que x,, xn+, EA,,E& 
avec x, # xP et A, #A,, pour n #p. Si Z est fini (resp. intini mais different de 
Z, Cgal a h) on dit que West une chafne (resp. une chaine simplement infinie 
ou I-chaine, une chafne doublement infinie ou 2-chaine) de &‘. 
Remarquons qu’une 2-chaine (x,, A,, , x, + I)nEH peut toujours ttre 
consideree comme la concatenation des deux 1-chaines (x,, A,, x,+ I)n.,p et 
kJ”~xn+l)pw et ceci quel que soit l’entier p. 
Si <.d est un graphe, la chaine (x,, A,, x,+ ,)nE, oti Z = {O ,..., p - 1 } (resp. 
Z = N, Z= Z), Ctant parfaitement caracterisee par la suite de ses sommets, 
sera tout simplement notee (x0 ,..., x,) (resp. (x0,x, ,... ), (..., x_, , x,, x, ,... )). 
&’ est connexe ssi, pour tout x, y E U-d, il existe une chaine (x,, A,, 
x,+ ,),,GnCp de ,oP avec x0 =x et xP = y. Les composantes (connexes) de k 
sont les sections connexes maximales de &. 
1.2. Une partie X de UYFP est fragment&e ssi il existe S E Y,(U-&) tel 
que toute composante de ,YZ - S ne contient qu’un nombre fini d’elements de 
X. 
Tout ensemble tini est evidemment fragment& 
1.3. THI~OR~ME. Soit ~2 un hypergraphe de rang dknombrable. Alors ,wf 
n’a aucune chai’ne infinie ssi tout sous-ensemble infini de U -c9 a une partie 
infinie fragmentke. 
Cela genlralise un rtsultat de Hahn [3, Satz I] sur les graphes, et se 
prouve d’ailleurs d’une facon tout i fait analogue. 
Dkmonstration. SuJ%ance: Soit (x,,, A,,, x,, ,)niw une 1-chaine de &, 
et soit S E ‘Q,(Ud). Comme S est tini il existe un entier ps tel que x, & S 
pour tout n > ps. 11 existe done une composante de ~4 - S contenant 
i 
x, : n > ps }. Ceci &ant vrai pour toute partie finie S de lJ d, l’ensemble 
x, : n < w} n’a done aucune partie infinie fragmentbe. 
Ntkessite’ : Soit X un sous-ensemble infini de U-PP n’ayant aucune 
partie inlinie fragmentee. Difinissons par recurence des suites (x,, A,, 
xn+l)n<d wJn<w et (X”)rl<W. 
11 existe une composante APO de ~4 tel que X n (U A$) =X,, soit intinie. 
Soit x0 E U20 quelconque. X0 n’est pas fragmenti: done il existe une 
composante A?, de A?,-, - {x,,} telle que X0 n (U A?‘,) = X, soit intini. Comme 
B’,, est connexe il existe x, E (J A%‘i et A, E J/ tels que l’on ait x0, x, E A,. 
Soit .n un entier quelconque. Supposons (xr, A,, xi+ ,)iGn, (3’i)iGn+, et 
CXi)i<n+ 1 difinies de maniere que, quel que soit i< n, ~3’~~~ soit une 
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composante de ~8~ - Ujci Aj telle que Xi n (USi+ ,) = Xi+, soit infinie, 
x~+,EUJ~~+~ etA,EJ avecxi,xi+,EAi. 
Alors puisque X,, + , n’est pas fragmente et puisque r(d) < 0, il existe une 
composante zS’~+~ de .5Fe+,-UiGnAi telle que X,+,n(U.A9,,+,)=X,,+, 
soit infinie. Comme LSn + , est connexe il existe xF + z E U 9’” + z et A, + , E J 
tels que x”+~, x,+,EA,+,. Et puisque x,,+~G?U~~~A~ il est clair que 
(Xi,Ai,xi+l)i<n+l est une chaine de ~8’. 
Par consequent (x, , A,, x, + 1), < w  est une 1 -chaine de M’. C.Q.F.D. 
1.4. Rappelons (cf. Berge [ 1, p. 3751) q ue si M’ est un hypergraphe alors 
(.c9)2 est le graphe 
1.5. THBOR~ME. Un hypergraphe x2 de rang dknombrable a une chaine 
infinie ssi (zzY)~ en a we. 
En effet, il est clair que, pour toute partie finie 9 de &, un ensemble X 
est fragmente dans ,d ssi il est fragmend dans (&)*. Le resultat est alors 
une consequence de (1.3). 
2. COUPLAGES ET S-TRANSVERSAUX 
2.1. &ant don& un hypergraphe M’ nous allons considerer les 
applications s de ~8’ dans la classe des cardinaux telles que l’on ait 
s(A) Q 1 A 1 pour tout A E JZ?; et now conviendrons que par la suite la lettre s 
designera toujours une telle application. L’ensemble de ces applications est 
Cvidemment ordonne en posant s, < s2 ssi s,(A) < s,(A) quelle que soit 
AEuoP. 
Nous poserons s = n ssi s(A) = n pour tout A E &‘, et nous dirons que s 
est born6 si s & n pour un certain entier n. 
2.2. Un couplage est un hypergraphe dont les ar&tes sont deux a deux 
disjointes. Nous noterons K.(J) l’ensemble des couplages d’un hypergraphe 
STY, i.e., l’ensemble des hypergraphes partiels de d qui sont des couplages, et 
nous poserons pour tout 37 c J& 
v,(3)= sup 
I 
c s(C): $9 C t.T(.JS) . 
C-624 I 
2.3. Un s-transversal d’un hypergraphe partiel .9 de J est une partie T 
de U 9 telle que l’on ait 1 Tn B ) > s(B) pour tout B E 9. Nous noterons 
KS;(~) l’ensemble des s-transversaux de 9 et nous poserons 
r,(9) = inf{] TI: TE q(S)}. 
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2.4. Les proprietls qui suivent sont evidentes. 
Si s,<s, alors on a v,&JxT) < V&KY) et 5&&) < rs,(&) avec 
qrEg) 2 q4. 
D’autre part, si n = sup(s(A): A E A?‘}, on a 
avec v,(d) = rs(&) si & est un couplage. 
De plus, puisque l’ensemble des sommets dun couplage maximal est un l- 
transversal, on a alors pour tout couplage maximal Q de &. 
2.5. Nous appellerons couplage s-maximal tout element de l’ensemble 
qaq = {U E qd): v,(fF) = v,(d)}. 
Un couplage l-maximal est done un couplage de cardinaliti maximum. 
Remarquons que, pour tout cardinal non nul n < inf{ IA I: A E M’ }, on a 
tJ,(&‘) = a,(&‘). En effet pour tout couplage Q de M’, on a 
v,(%q = n 1 Q 1 = nv,(O). 
2.6. L’etude des couplages d’un hypergraphe non connexe se ramenant a 
celle des couplages de chacune des ses composantes, nous supposerons par la 
suite que ~2 est connexe. D’autre part, nous nous restreindrons aux 
hypergraphes de rang denombrable, i.e., dont toutes les a&es sont finies. 
En resume, duns la suite de cet article, A? ddsignera un hypergraphe 
connexe de rang dknombrable. 
Par ailleurs, nous supposerons aussi s 2 1 puisque, si ce n’est pas le cas et 
si 9 = {A E d: s(A) > 1 ), alors il est clair que l’on a v,(d) = v,(B), 
rs(4 = r,W), et %(-id”) = fQJ)[ U 91 E g,@f). 
En consequence et puisque r(d) < w  nous poserons par abus d’icriture 
s=w ssi s(J)=(AI p our tout A E A?‘. Remarquons que l’on a alors 
d4=IU~I. 
2.7. PROPOSITION. Si VI(~) > w alors tout couplage maximal est l- 
maximal, et par suite on a v,(d) = z,(d). Pour s > 1, si v,(d) > 0 avec 
Es(J) # 0 alors on a C,(d) = a&4), et par conskquent v,(A)=3.&4)., 
Ce sont des consequences immidiates de la derniire proprikte don&e en 
(2.4), et du fait que dans ces cas les couplages maximaux ou s-maximaux 
sont tous infinis. 
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2.8. PROPOSITION. Si v,(d) > cc) ou si v&d) = w auec s Q n pour un 
certain entier n, alors ES(d) # 0. 
Dkmonstration. (a) Supposons vs(&‘) = o, ou a est un ordinal >O. Si ar 
n’est pas limite on a evidemment a,(J) # 0. Si a est limite alors, pour tout 
/? < a, il existe un couplage qB tel que wq < vs&) < 0,. Par consequent, on 
a aussi wo<<%$]<woo. On en deduit que v&s/) = w, = v,(&+). Dow, 
d’aprts (2.7), on a t&(&‘) = tJ&&‘) # 0. 
(b) Supposons s < n pour n < w  = V&B?). Soit Q un couplage 
maximal. D’apres (2.4), on a 
ce qui implique que 
vd-4 = v,(g) = v&q = w, 
done que Q est s-maximal. C.Q.F.D. 
2.9. Remarque. Si V&M’) = sup{s(A): A E J/} = w  alors %,(lpp) peut 
ttre vide. On en a un exemple avec 
d= (A El),(w,):OEA} 
et s = o. On a alors v,(d) = 1 < o = v,,,(d) ce qui, en raison de (2.7) 
implique bien que a&w’) = 0. 
D’autre part, nous pouvons remarquer avec cet exemple que 
v&f) = w < 0, = r&d). 
2.10. DEFINITION. .d est s-normal (resp. semi-s-normal) ssi, pour tout 
hypergraphe partiel (resp. section) tini 53 de -pP, on a v,(9) = r,(9). 
Dans le cas fini et pour s = 1 nous retrouvons les notions introduites par 
Lovasz [4]. Nous allons introduire aussi une notion plus faible que les 
precedentes, mais qui n’a un sense que pour les hypergraphes intinis. 
2.11. DEFINITION. &est quasi-s-normal ssi, pour tout hypergraphe 
partiel fki .A? de J/, il existe un hypergraphe partiel tini 3” de &’ contenant 
3Y et tel que l’on ait v&2’) = ts(A?‘). 
On a ividemment: zf s-normal * J+’ semi-s-normal =z- J/ quasi-s-normal. 
2.12. THBOR~ME. Si d est quasi-s-normal et si v,(d) < CO ou 
s,(d) = w alors on a v,(d) = s,(d). 
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Dkmonstration. Le risultat est clair lorsque TX(&) = w. Prouvons le 
dans le cas oii vJ&) < o. 
Considtrons un couplage %? tel que v,(g) = v,(d). Q est done fini. 
Supposons qu’aucun s-transversal minimal de GY ne soit un s-transversal de 
&. Alors pour tout s-transversal minimal T de G? il existe B, E J telle que 
1 Tn B,I < s(B,). L’hypergraphe 9 = ‘GZ U {B, : T est un s-transversal 
minimal de GY} est tini et n’admet aucun des T comme s-transversal. Comme 
J&’ est quasi-normal il existe un hypergraphe partiel fini jT de J@’ contenant 
9 avec r,(Y) = u,(X) = v&-W). Soit T’ un s-transversal de ST tel que 
1 T’ 1 = t&F). 0 n a alors T’ E KS(R) en raison de la cardinaliti de T’ et du 
fait que GY soit un couplage. Mais cela contredit le choix de 9’. C.Q.F.D. 
2.13. THBOR~ME. Si S? est quasi-l-normal alors on a v,(d) = t,(d). 
C’est une consequence immediate de (2.7) et de (2.12). 
2.14. Remarque. Le resultat precedent peut itre faux si t&d) > w. En 
effet le graphe biparti complet K,,,, est bien quasi-o-normal, par contre on 
a 
v,W,,,,) = OJ < ~1 = ~oVL,w,)~ 
2.15. LEMME. Si S? est s-normal et si fid # 0 alors on a 
u,(d) = z,(d) < 0. 
Dkmonstration. C’est une consequence de (2.12) si v,(d) < o puisque 
J&’ est evidemment quasi-s-normal. Supposons v,(J) = cc) (il ne peut pas etre 
superieur puisque v,(d) = 1 et r(&‘) ,< o). Alors pour tout n < w il existe 
A, E &’ tel que s(A,) > n. Par suite, en raison de la s-normalite de J/, on a 
A, E q({A,,A}) quel que soit A E J avec s(A) < n. On a done 
A,Eq{AE&:s(A)<n}, 
et par suite Unto A, E q(d). On en deduit done 
w=v,(s4)<t,(d)< u A,, =w 
I I tl<OJ 
et en consequence on a bien v&f) = r&&J = w. C.Q.F.D. 
2.16. THBOR~ME. Les conditions suivantes sont Pquivalentes: 
(i) JS? est s-normal; 
(ii) pour tout hypergraphe partiel 9 de J on a ~~(5%‘) = ~~(53); 
(iii) cas s=w: Pour tous A,BEd on a AnB=0 ou AcB ou 
BcA. 
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Dkmonstration. L’implication (ii) =k- (i) est triviale. (i) * (ii): Comme 
tout hypergraphe partiel de XZ’ est s-normal il sufftt de prouver que 
v,(d) = r&Z). Remarquons que dans le cas ou s = 1 c’est une consequence 
immediate de (2.13). C’est aussi une consequence de (2.12) si vs(&‘) < w. 
Supposons done v,(d) > w, et soit Q un couplage maximal de d. On a 
avec l’egalite partout si Q est infini. 
Pour toute partie finie non vide V de U @Y posons 
D’apres (2.15) on a ts(J$v) < o. En consequence on a 
et par suite v,(d) = r&T). 
Cas. s = o: L’implication (i) 2 (iii) est Cvidente puisque, quels que 
soient A, B E J/, on doit avoir 
(AuBI=v,{A,Bl= l;;;fis,, I 
siAnB=0 
9 sinon. 
Reciproquement I’implicaton (iii) => (ii) est encore plus triviale, et on 
remarque qu’en raison de la connexite de don a v,(&‘) = r.,(&) < w. 
C.Q.F.D. 
2.17. Remarque. Un hypergraphe s-normal n’est pas necessairement s’- 
normal pour un s’ < s. Par exemple le graphe complet K, n’est pas l-normal 
bien qu’il soit s-normal pour toute fonction s qui a deux de ses arites associe 
1 et A sa troisieme associe 2. 
2.18. THBOR~ME. &’ est semi-l-normal ssi, pour toute section 39 de s?, 
on a v,(3) = z,(9). 
Seule la ntcessite est a prouver, et comme toute section de ~3? est semi-l- 
normale il sufftt de montrer que v,(J) = t,(J). Or ceci est une consequence 
de (2.13) et du fait que ~2 est quasi-l-normal. 
2.19. EXEMPLE. Soit G un graphe, A et B deux ensembles non vides de 
sommets de G, et n un cardinal dinombrable non nul. Designons par 
Y(G, A, B, n) (resp. d(G, A, B, n)) l’hypergraphe dont les a&es sont les 
ensembles de sommets (resp. d’ar&es ou d’arcs dans le cas ou G est oriente) 
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des AB-chaines, ou AB-chemins si G est orient& de longueur inferieure a n 
de G. 
En raison du theoreme de Menger Y’(G, A, B, w) et zZ(G, A, B, o) sont 
semi-I-normaux, mais en gCnQa1 ils ne sont pas 1-normaux puisque, comme 
l’ont montre Lo&z, et al. dans [5], on a v,Y’(G, A, B, n) < t,Y(G, A, B, n) 
pour certains entiers n > d&A, B) + 1. 
D’aute part on remarque que le thlorime (2.18) glneralise l’extension du 
thioreme de Menger aux graphes infinis. 
2.20. PROPOSITION. Si M’ est semi-s-normal et si v&Y) < o ou 
t&s?) = o alors, pour toute section 9 de d, on a vJ.9) = t@). 
Vest une consequence immediate de (2.12). 
2.21. Remarque. Le resultat precedent peut etre faux si r,(d) > w. C’est 
en effet ce que montre l’exemple de l’hypergraphe vu en (2.9) qui est bien 
semi-o-normal. 
3. COUPLAGES S-PARFAITS ET C~UPLAGES FORTEMENT S-MAXIMAUX 
3.1. DEFINITION. Nous dirons qu’un couplage %F de & est s-parfait ssi il 
existe un s-transversal T de J/ tel que l’on ait Tc UV et 1 Tn CJ = s(C) 
pour tout C E Q. Nous noterons a:(&‘) l’ensemble des couplages s-parfaits 
de ~3?. 
En particulier un couplage Q de J/ est o-parfait ssi on a lJ Q = U ~4, et 
l’on retrouve dans ce cas la notion de couplage parfait pour un graphe. 
On a lvidemment (X:(J) E as(d) avec l’egalite si v,(d) = r,(d) < o. 
3.2. PROPOSITION. Si (E:(J) f 0 alors ~3? est quasi-s-normal. 
Dbmonstration. Soit Q un couplage s-parfait et soit ST un hypergraphe 
partiel tini de d. Posons 
11 est alors clair que gfl E (Cf(SrY VY) done que v,(RU SF& = 
r,(sT U $&), ce qui prouve le resultat. C.Q.F.D. 
3.3. Remarque. La reciproque de ce theoreme est fausse comme le 
montre l’exemple suivant. Le graphe 
&={{O,n}:O<n<w)U((2n-1,2n}:O<n<w} 
est quasi-s-normal mais non semi-s-normal pour s = 1 ou s = 2 = w, et il ne 
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posdde aucun couplage s-parfait. Par contre, si s est tel que ~(0, n) = 1 et 
s(2n - 1,2n} = 2 pour 0 < n < w, alors ~5? est s-normal et son unique 
couplage s-parfait est { { 2n - 1,2n}: 0 < n < 0). 
3.4. PROPOSITION. Si & est o-normal et de rangfini alors C:(d) # 0. 
En effet en raison de (2.16iii), l’ensemble rkduit B l’unique a&e maximale 
de &’ est un couplage o-parfait de J/. 
C’est ividemment faux si d est de rang w. Par exemple l’hypergraphe 
~4 = {lo,..., n): n < o} n’a pas de couplage w-parfait. 
Afin de caractkriser des classes d’hypergraphes posskdant des couplages s- 
parfaits, ce qui dans le cas 03 s = 1 gCnCralise un problkme de ErdGs [2, 
p. 159, probltme 81 auquel des solutions partielles ont ktti donnkes dans [ 91, 
nous allons tout d’abord prouver un lemme qui nous sera utile 
ultkieurement. 
3.5. LEMME. Soit Q un couplage dun hypergraphe J/. Les assertions 
suivantes sont t!quivalentes: 
(i) $9 est s-parfait; 
(ii) pour tout hypergraphe partielfini Sr de J/ on a 
(iii) cas 06 pour tous A, BE & on a A C_ B implique s(A) = 
info A ), s(B)}: Pour tout hypergraphe partiel jki 9 de ~8 il existe un 
couplage jini Q’ de M’ tel que j’on ait 
et S’[US] = SqUS]. 
Remarquons que les conditions d’application de (iii) sont satisfaites si &’ 
est extrcmal, ou si s = n pour un n < 0. 
Dkmonstration. Les implications (i) 3 (ii) et (ii) > (iii) sont triviales. 
(ii) + (i): Utilisons le principe de selection de Rado en posant C = B, 
A,=!JI(o) pour tout ofz, Z=‘p,(&) et zs=V’ quel que soit .FEZ. 
Comme @$ est s-parfait il existe un s-transversal TX de FU GZ” tel que l’on 
ait T,cUF~ et 1 T,n QI = s(C) pour tout C E Vs. Dkfinissons 
0, E r-L&~ Y(C) de manike que 0AC) = T,n C quel que soit C E 5FF 
On a done U im 8, = TF. 
Soit done 0 E nCEQ Y(C) la fonction de choix obtenue d’aprks le principe 
de stlecion de Rado. Posons T = U im 8. On a TG U Q. ConsidCrons un 
A E .w’ quelconque. 11 existe alors un hypergraphe partiel tini Sr de JJ avec 
A E.F tel que e(%&, = 0,( 8;“,. D’apris les propriMs de 0, on en diduit 
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que ITnA(=ItY&A)(>s(A) avec l’egalite si A E g. Cela prouve alors que 
T est un s-transversal de &’ et que GY est un couplage s-parfait. 
(iii) G- (ii): Soit X un hypergraphe partiel fini de d. D’apres (iii) il 
existe un couplage lini %?’ de L&’ tel que l’on ait g’ E Cr(FU q7U g’) et 
Comme V’ est s-parfait il existe un s-transversal T de 3-U qFU Q’ tel 
que l’on ait TS U g’ et 1 Tn Cl = s(C) quel que soit C E g’. En raison de 
ce qui precede T, = Tr7 (U (Sr U q’)) est un s-transversal de R U gF tel 
que l’on ait r, G U G?F et ( T, n Cl = s(C) pour tout C E %$-. En effet, si 
C’ est I’unique arete de %Y’ contenant C, on a T,n C = (T,fI C’) n C, 
done 
s(C)<IT,nCl<inf{s(C’),lCl}=s(C) 
en vertu des conditions d’application de (iii), et par suite 1 r,n Cl = s(C). 
C.Q.F.D. 
Nous inspirant du procede utilisl dans [9] nous allons maintenant dltinir 
une notion de couplage plus faible que celle de couplage s-parfait et qui, pour 
s = o, generalise le concept de couplage localement maximum d’un graphe 
infini introduit par McCarthy dans [7]. 
3.6. DEFINITION. Un couplage %Y de JZZ sera dit fortement s-maximal ssi, 
pour toute partie tinie %?’ de %Y, on a G?’ E t&(+@‘\U (GY -q’)). Nous 
noterons LX:@‘) l’ensemble des couplages fortement s-maximaux de J@‘. 
11 est clair que tout couplage fortement s-maximal est s-maximal, et 
maximal dans le cas s = 1. Tout comme pour les s-maximalitb, les notions 
de I-maximalid forte et de n-maximalit forte co’incident pour tout entier 
n<inf{(AI:AEyoP}. 
I?tablissons tout de suite un lemme qui, par son analogie avec le lemme 
(3.5), montrera aussi bien la similitude que la difference entre les notions de 
couplages fortement s-maximaux et de couplages s-parfaits. Ce lemme nous 
sera d’ailleurs fort utile pour la caracterisation de classes d’hypergraphes 
admettant des couplages fortement s-maximaux aussi bien que des couplages 
s-parfaits, ceci en raison du thloreme qui suivra. 
3.7. LEMME. Soit SF un cduplage d’un hypergraphe &. Les assertions 
suivantes sont bquivalentes: 
(i) Vest fortement s-maximal; 
(ii) pour tout hypergraphe partieljki jr de & on a 
~~=(CEQ:C~(U~)ZO}E~~(~U~~); 
COUPLAGES ETTRANSVERSAUXGl?NliRALISk3 305 
(iii) cus oti pour tous A, BE & on a A c B implique s(A) = s(B): 
Pour tout hypergraphe partiel fini .F de & il existe un couplage fini SF’ de 
& tel que Pon ait 
et g’[u.F] = 53yu.q. 
Remarquons que les conditions d’application de (iii) sont satisfaites si & 
est extrdmal, ou si s = n pour un n < w. 
Dkmonstration. Les implications (i) * (ii) et (ii) * (iii) sont triviales. 
(ii) =j (i): Soit %?’ E VP,(@) et soit %?” un couplage fini de 
d\u (@ - 57’). E n vertu de (ii) on a $9’ E &(5T” U @‘). En consequence 
on a 
vs(F’) < VJT” u F) = v,(y?‘) 
et par suite 5T’ E &(Js?\U (G9 - @?‘)), 
(iii) + (ii): Soit ST un hypergraphe partiel fini de ~2. D’apres (iii) il 
existe un couplage fini Q’ de J&’ tel que l’on ait @’ E Cs(FU qrU ‘iiF’) et 
~‘[U(~U%)l =~‘[u(~u@?F~l =@G. 
En consequence on a 
La dernike Cgalite est evidente en raison des conditions d’application 
de (iii). 
En consequence on a v,(G?$) = v,(T U qF) c’est-i-dire G? E (X&T U 5FF). 
C.Q.F.D. 
3.8. THBOR~ME. Pour tout hypergruphe S? on a Cc(&) E Cf(cpP) uvec 
rbgalite’ si J/ est semi-s-normal. 
Dimonstration. L’inclusion est Cvidente en raison de (3Sii) et de (3.7ii). 
Supposons maintenant que J/ soit semi-s-normal, et soit @ un couplage 
fortement s-maximal de d et Sr un hypergraphe partiel tini quelconque 
de JXT. 
Posons %$ = {C E Q: Cn (Us’) # 0). Comme J/ est semi-s-normal 
on a 
en raison de (2.18) et de (2.20). Par suite tout couplage s-maximal de 
_pP\U (q - GYY) en est aussi un couplage s-parfait, ce qui est le cas de ‘GYY 
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puisque V est fortement s-maximal. Par consequent on a aussi @$C 
@If(sTUgF). 11 sufftt alors d’appliquer le lemme (3.5) pour obtenir le 
risultat. C.Q.F.D. 
3.9. EXEMPLES. Terminons cette section en donnant des exemples qui 
montreront d’une part que l’ensemble des couplages s-parfaits et celui des 
couplages fortement s-maximaux peuvent 6tre lgaux sans que l’hypergraphe 
consider6 soit semi-s-normal, et que d’autre part, contrairement i l’existence 
de couplages s-parfaits, celle de couplages fortement s-maximaux n’entraine 
pas nicessairement la quasi-s-normalitl de l’hypergraphe. 
3.9.1. Considlrons l’hypergraphe uniforme de rang 4 
avec g, = a,, i pour tout entier n, tel que represente par la Fig. 1. Et soit 
s = 1, 2 ou 3. On a bvidemment v,(d) = rS(&) = w  mais on a aucune 
difftculti a voir que JS? n’est pas quasi-s-normal. De plus il est clair que l’en- 
semble 
est l’unique couplage fortement s-maximal de d, et qu’il n’est pas s-parfait. 
3.9.2. Considerons maintenant l’hypergraphe 9 = J U ((a,}} et soit 
FIGURE 1 
COUPLAGES ETTRANSVERSAUXGfiNhALISfiS 307 
s tel que s&J = 1 et s / d = 1,2 ou 3. On voit aisement que 9 est quasi-s- 
normal mais non semi-s-normal et que t+T:(B) = Er(.J8) = {SF U {{a,}}}. 
4. PSEUDO-AR~TES 
Comme nous le verrons dans la demonstration du lemme (4.9), 
l’utilisation du principe de selection de Rado dans le but de prouver l’ex- 
istence de couplages s-parfaits ou fortement s-maximaux d’un hypergraphe 
J/, permet d’obtenir un couplage dont les a&es sont des parties de UJ 
n’appartenant ginbalement pas a Ipp, mais qui rencontrent tout ensemble tini 
de sommets de J@’ suivant la trace dune veritable a&e de &. Nous 
appellerons ces ensembles des pseudo-a&es de &, et atin de construire de 
veritables couplages de &‘, nous allons donner leurs principales proprietes. 
4.1. DEFINITION. On appellera pseudo-a&e d’un hypergraphe XT toute 
partie non vide P de U-ts n’appartenant pas a J&’ telle que, pour toute partie 
finie V de (J &, il existe A E d avec A n V = P n V. Nous noterons Y(d) 
(resp. Q&z’)) l’ensemble de pseudo-a&es (resp. des pseudo-arCtes infinies) 
de &‘. 
Par exemple soit G le graphe forme d’une l-chaine (xX0, x, ,...) et de deux 
sommets a et b n’appartenant pas a cette 1-chaine, mais adjacents a tous les 
sommets de celle-ci; et considbons, tout comme en (2.19), l’hypergraphe 
SZ’ = .-V(G, a, b, n) dont les a&es sont les ensembes de sommets des ab- 
chaines de G de longueur inferieure au cardinal denombrable n. Alors il est 
clair que l’ensemble (a, b} est l’unique pseudo-arEte de &’ si 2 < n < w, alors 
que si n = w  on a en plus tous les ensembles intinis de la forme (a, b} U 
(xi : i > p) ou p est un entier quelconque. 
Les proprietes qui vont suivre se prouvent tres aislment, aussi nous 
omettrons leur demonstration. On peut d’ailleurs facilement se convaincre de 
ces resultats en considirant l’exemple precbdant qui est assez caracteristique. 
Remarquons tout d’abord que toute partie tinie d’une pseudo-arete de d 
est toujours strictement contenue dans une a&e de J, mEme si elle appar- 
tient elle-meme a J. 
4.2. PROPOSITION. Si P est une pseudo-a&e Jnie de xf alors 
d,(P) > o. 
4.3. COROLLAIRE. Si & est localementfini alors 9(d) = Ym(s;P). 
4.4. PROPOSITION. r(J) < w implique r(9(5$)) < r(d). 
Comme consequence particuliere on a Ya(&) = 0 si M’ est de rang fini. 
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4.5. PROPOSITION. On a r(Y(&)) < 6(d) auec .a(&)=0 si 
B(Ld) < 0. 
4.6. Notons ‘W(&‘) l’ensemble des parties non vides de W de U;W’ telles 
qu’il existe une chaine (x,,,A,, x,+ ,),,E, de A?’ avec W= (xI1 : n E I}; et 
posons 
4.7. PROPOSITION. Pour tout P E .9,,(d) et tome partie intnie P’ de P 
il existe WE F&(d) auec W S. P’. 
4.8. COROLLAIRE. On a ~,(9~(d))< v,(W&d)). 
4.9. LEMME. Soit &’ un hypergraphe (resp. quasi-s-normal). L’hyper- 
graphe LJ? U Y(-pP) possede un couplage @ tel que, pour tout hypergraphe 
partiel fini ST de s3f, il existe un couplage fini Q’ de & tel que Pon ait 
~‘EC:,(9-U~‘) (resp. iT’ECf(FUg’)) et ~‘[~F]=~[(JS]. 
Demonstration. Utilisons le principe de selection de Rado en posant 
C=CpJJd), A,= {0, 1) quel que soit cr E z, Z= Y,(d) et 
C, = Fp((JX) quel que soit .T E I. Pour tout ST E I il existe un couplage 
fini @$ de zY tel que 5TY E Cs(@y~ d 1 UF) (resp. FTC C:(‘ii?& 
& ] UX) si J est quasi-s-normal). On definit alors l’application 
~9,: $I(UF) + (0, 1) de man&e que 
Soit done 8: !J( (J M’) -+ {0, 1 } la fonction de choix obtenue en appliquant 
le principe de selection, et soit Q l’hypergraphe extremal forme des parties 
maximales de U-ts telles que UCEQ Y,(C) = f?-‘(l). Q est tel que, quel que 
soit l’hypergraphe partiel fini jr de J/, il existe un hypergraphe partiel fini 
ST’ de J avec u5T~ UX’ et 81 ‘p(USr) = 19,. ] V(U;T). En raison de 
la definition de OF, cela implique que l’on a GYY,[(Js’] = 593[(JY], avec 
‘G???, E (X,(X U 5YT,) (resp. qT, E %c(K U g’)) ceci en vertu des propriettb 
de %YX,; et en conskquence cela prouve aussi que 525’ est un couplage de 
d u 9(d). C.Q.F.D. 
4.10. THBOR~ME. Soit d un hypergraphe v&t#ant les conditions 
suivantes: 
(i) .M est quasi-s-normal; 
(ii) pour tous A, B E & on a A E B implique s(A) = inf(]A ], s(B)}; 
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(iii) 8(J) < CO, ou z+’ est localementfini et de plus ne posside aucune 
chaine infinie dans le cas oli T(.M’) = CO. 
Alors J/ possgde un couplage s-parfait. 
Remarquons tout de suite qu’en vertu de (4.5) ou de (4.3) et de (4.7) la 
condition (iii) implique que .Y+(&‘) = 0. Le resultat est alors une conse- 
quence immediate des lemmes (4.9) et (3.5). 
4.11. Remarque. La condition (iii) du theoreme precedent n’est pas 
necessaire. En effet, Ctant donnl un graphe G, considlrons l’hypergraphe &c 
dont les a&es sont les ensembles da&es des cycles de G. Alors une 
modification d’un theoreme de Nash-Williams [8, Theorem 31 permet 
d’enoncer que &G a un couplage o-parfait ssi J& est quasi-o-normal. Or il 
est clair que JG peut &tre quasi-o-normal en ne vlrifiant pas la condition 
(4.lOiii). 
4.12. LEMME. Soit SF un couplage de zf. Les conditions suivantes sont 
bquivalentes: 
(i) 11 existe un entier n tel que Pon ait 
v,W\U (8 -g’)) < v,(@‘) + n 
pour toute partie jkie Q’ de Q; 
(ii) C:(J) # 0, et de plus il existe !22 E C:(&‘) tel que Q A 53 soit 
fini. 
Dkmonstration. (ii) 3 (i) est trivial en vertu de la definition (3.6). 
(i) * (ii): On peut toujours supposer que n = sup{v,(sS\lJQ - %Y’)) - 
v,(@‘): Q’ E V&F)}. Si n = 0 alors Q est fortement s-maximal. Supposons 
done n > 0. II existe alors une partie finie Q’ de Q telle que 
v,(d\U (CT - V’)) = v,(~‘) + n. Soit 0” E C,(J\lJ (%? - U’)), on a 
~$5”‘) = v,(C??‘) + n. Montrons que 22 = (2? - V’) U %Y” est un couplage 
fortement s-maximal de &, et pour cela considerons une partie finie C2’ de 
g. Nous pouvons toujours supposer que Q” sg’. Posons Q” = 
Q’ U (C2’ -SF”); on a %Y”’ E Q et &\lJ (@ - 9’) = -ts\lJ (5F -‘F”‘), et de 
plus 
VJg”‘) = v,(g’) + v,(9’ -SF”) car Q’ et .@’ - Q” sont disjoints 
= v,(@‘) + v,(W) - v,(W’) car Q” s g’ 
= ~$2’) - n. 
582b/32/3-6 
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Par consequent on a 
v,@‘) < v,(-=f\u (G - g’)) = v,(d\U (SF - SF”‘)) 
< vs(F”) + n = v,(c9’) 
ce qui prouve bien que g est fortement s-maximal. C.Q.F.D. 
4.13. TH~OR&ME. Soit & un hypergraphe v&riJiant les conditions 
suivantes: 
(i) 9(d) = S,(d) et v,(,P(d)) < 0; 
(ii) si s # n quel que soit n < o airs Q(.M’) = 0 et A 5 B implique 
s(A) = s(B) pour tous A, B E JS?. 
Alors LZZ posdde un couplage fortement s-maximal. 
Dbmonstration. En raison de (4.9) M’ U Y(d) posdde un couplage GY 
tel que, pour tout hypergraphe partiel fini Sr de d, il existe un couplage fini 
GY’ de JZY tel que l’on ait Q’ E C5,(FU@‘) et @?‘[USr] =@[U;T]. 
Si s # n quel que qoit I’entier n alors, en vertu de la condition (ii), le 
resultat est une consequence immediate du lemme (3.7). 
Supposons done que s = n pour un certain entier n. Posons g0 = %Y n J/. 
On a 
en raison de la condition (i). Soit GY; une partie tinie de %$ et soit %?; un 
couplage fini de J/\U (WO -Vi). Posons Q’ = FLU (F -go); on a alors 
d\U (5F - P) = d\(J (gj - q. c omme @i est tini il existe un couplage 
tki ‘GYr de LJ tel que l’on ait G?T E (tJ%; u %?t) et 
Prolongeons la fonction s a I’hypergraphe &’ U .9(d) en posant s(P) = n 
pour tout P E Y(d), C’est toujours possible puisque toute pseudo-a&e est 
infinie. Cela nous permet d’tcrire 
V.(~~)~v,{CEQon,:Cn(U~~)#0) 
=v,{CEQ’:Cn(uQ;)#0} 
< VW) = v,(q) + v@ - qJ 
=v.(SF6)+nIF-gOl. 
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En conskquence on a 
D’oti le r&hat en vertu du lemme (4.12). C.Q.F.D. 
4.14. LEMME. Si V est un ensemble fini de sommets d’un hypergraphe 
d, et si s est born& alors on a a:(~/) f 0 ssi Cf(d\V) f @ ou si 
v E tT&d). 
Dt!monstration. Posons 59 = d\V. 
Supposons que XZ’ admette un couplage $9 fortement s-maximal. Posons 
GY* = %Y\V et soit Q’ une partie finie de 67*. On a 
v,(S\U w* -V’)) ,< vs(-=f\U F* - VI 
= v,(sP) + v,(V - 5F’*)< 
Or on a u&q - fT*) < o puisque /Q - Q* ( ,< 1 VI ( w. En conskquence 9 a 
un couplage fortement s-maximal en vertu du lemme (4.12). 
Rkciproquement si V est un s-transversal on a 
par suite on a Q:(J) = ‘X,(d) # 0. Supposons done que 9 admette un 
couplage fortement s-maximal Q, et soit Q’ une partie finie de Q. On a 
~,(~\U(~--‘))~V~(~‘)+V,(AE~:A~VZPI] 
Q vsGv + ff I VI 
03 n est un entier tel que I’on ait s < n. Par conskquent L&’ admet un 
couplage fortement s-maximal en raison de (4.12). C.Q.F.D. 
4.15. THI~OR~ME. Soit J un hypergraphe &r@ant les conditions 
suivaiztes: 
(i) 6(s$) ( w ou ~4 est quasi-localement fini avec ~,(W~(lcp)) < 0 
dans le cas 02 r(d) = w; 
(ii) s est born&, et de plus si s # II quel que soit n < w alors J&’ n’a 
pas de chaine infinie et A c 3 implique s(A) = s(B) pour tous A, B E ~4. 
Alors &’ poss2de un couplage fortement s-maximal. 
Dt!monstration. Si a(~&) & w  c’est une conskquence immidiate de (4.13) 
puisque dans ce cas on a 9(J) = 0 (4.5). Si 8(d) > w, puisque .JZT est 
quasi-localement hi, il existe une partie tinie V de U J/ telle que 9 = &\V 
soit localement fini. Le rtsultat est kvident si V. est un s-transversal de &‘. 
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Supposons qu’il n’en soit pas un, on a alors en raison de (4.3) .P(.9) = 
9,(.9), et de plus en vertu de (4.8) 
done v,(Y#‘)) < w, ceci soit g cause de l’hypothkse v,(W&(M)) < o 
lorsque r(d) = w, soit i cause de (4.4) lorsque r(J) < w. 
D’apris le thkorkme (4.13) 9 posdde un couplage fortement s-maximal, 
et il en est done de mime pour ~2 en raison du lemme (4.14). C.Q.F.D. 
5. HYPERGRAPHES SANS CHA~NE INFINIE 
5.1. Soit d un hypergraphe et V une partie de U &‘. Nous appellerons 
bord de I/ par rapport h ,oP, et nous noterons Bord, V, l’ensemble des a&es 
de M’ rencontrant V et (U-ts) - V. Nous poserons alors 
Fr, V = Vn (U BordM v), 
Cofr,V=(U BorddV)-- V=Fr,(U&- V) 
et nous les appellerons respectivement lafiontke et la cofronrike de Vpar 
rapport ci &. Si 9 est un sous-hypergraphe de M’ nous poserons Bord,S = 
Bord, U 9, Fr&9 = Fr, U 9 et Cofr,S = Cofrd U 9. 
5.2. DEFINITION. On appellera dheloppement arborescent d’un 
hypergraphe d toute suite (II,),,, de parties non vides de UJ vkfiant, 
pour tout entier n, les conditions suivantes: 
(D.A.1) &‘[D,] est connexe; 
(D.A.2) D, G D,, , ; 
(D.A.3) pour toute composante .V de J - D, on a 1 Cofr,Y/ < o et 
JPn+, n U .V] est connexe avec A n (D,, , n U G) # 0 pour tout 
A E Bord,Y; 
(D.A.4) (J-@‘= Un<wDn. 
Si la suite ne vCrifie que les trois premikes conditions, on dira que c’est un 
dkveloppement arborescent partiel de M’. 
5.3. A tout dkveloppement arborescent a3 = (D,JnCo d’un hypergraphe 
_pP, on associe un arbre que I’on notera .&, et qu’on appellera Parbre assock! 
ci [D, et qui est dkfini de la man&e suivante: 
(0 UgD = P,J U U,,, ID,+, n U .V: g E r,, } oi, pour tout entier 
n, r, dksigne l’ensemble des composantes de ~3 - D, ; 
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(ii) {I?,, B, } E 9,, ssi il existe i E {0, 1 } tel que si n est le plus petit 
entier pour lequel on a B, G D,, alors on a B, -i = D,, r n U F pour un 
certain .F E I’,, et -C9[B, U B,] est connexe. 
En vertu de (D.A.3), il est clair que .9,, est acyclique et qu’il est connexe 
puisque zf l’est aussi d’apres la convention (2.6). 
5.4. DEFINITION. On dira qu’un developpement arborescent est finitaire 
ssi tout sommet de son arbre associe est un ensemble tini. 
5.5. TH~OR~ME. Soit J/ un hypergraphe saris chaine infinie. On a les 
deux propri&s suivantes: 
(i) AY a un dkveloppement arborescent finitaire; 
(ii) l’arbre associe’ de tout diveloppement arborescent de d n’a 
aucune chaine infinie. 
Dkmonstration. (a) Prouvons tout d’abord la proprikttl (ii). Soit 
ID = (D,),,, un dtveloppement arborescent de J/. Supposons que 9o ait 
une 1-chaine (BO, B, ,...) telle que B, = D,. Alors pour toute autre partie 
tinie V de U d il existe un entier n tel que VE UpGn D,. Or quel que soit 
l’entier n le sous-hypergraphe _pP[U,,,, BP] est connexe en raison de (D.A.3) 
et de (53ii). Par suite tout ensemble {x,: n < o}, oti x, est un Clement 
quelconque de B, quel que soit n < w, n’a aucune partie infinie fragmentee, 
ce qui prouve que d a une chaine infinie en raison de (1.3), contrairement i 
l’hypothese. 
(b) Prouvons maintenant la condition (i). C’est immediat si & est 
fini. Supposons done ~4 infini et construisons la suite (D,JnCw par la 
recurrence suivante. 
(b.1) Puisque JT?’ n’a aucune chaine intinie il posstde d’apris (1.3) 
un ensemble infini fragment6 Done il existe une partie finie D, de U.zZ telle 
que LZ?’ - D, ait une infinite de composantes. 
(b.2) Soit n un entier. Supposons (DJ,,(,, defini de man&e que 
cette suite soit un dtveloppement arborescent finitaire partiel de J/. Notons 
r,, I’ensemble des composantes de &’ - D,, et soit .F E r,. Si .F est fini on 
pose Dg = U F. Si F est infini, comme il ne posdde aucune chaine infinie, 
il existe tout comme en (b.1) une partie finie D, de U F telle que F - DY 
ait une infinite de composantes, et que l’on peut toujours choisir de man&e 
que D, n A # 0 quel que soit A E Bordd.F puisque ce dernier ensemble est 
Cvidemment fini. On pose alors 
D n+,=D,U u D,. 
QErn 
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(b.3) 11 est clair que la suite D = (Dn)n<o est un developpement 
arborescent finitaire partiel de &‘. 11. reste a prouver qu’elle v&tie aussi 
l’axiome (D.A.4). 
Supposons le contraire et soit &” une composante de J - Uncw D,. 
Alors, en raison de (a), I’arbre associl 9’p n’a pas de chaine infinie, et par 
consequent Cofr,R est finie. 11 existe done un plus petit entier IZ tel que ZY 
soit une composante de XZ’ - D,. Mais, en raison de la construction (b.2) 2 
ne doit plus etre une composante de ~2 - D,, , , ce qui contredit l’hypothese. 
Par suite on a bien & = U ,,< ,D,, et ID est done bien un developpement 
arborescent finitaire de A. C.Q.F.D. 
5.6. LEMME. Soit V un ensemble fini de sommets dun hypergraphe -r4, 
et soit s born& Si Cf(s) # 0 pour toute composante 9 de xZ\V alors on a 
a:(JJ) # 0. 
Dkmonstration. C’est evident si VE q(J). Supposons done que V ne 
soit pas un s-transversal de J, et notons r l’ensemble des composantes de 
&‘\V. Cet ensemble n’est pas vide, et si q9 E a:(9) quel que soit 9 E r 
alors il est clair que lJ 9a- @?9 E ar(d\v). Le rlsultat est alors une cond- 
quence immediate de (4.14). C.Q.F.D. 
5.7. THBOR~ME. Si ~3? est un hypergraphe n’ayant aucune chafne infinie, 
et si s est born& alors on a C:(d) # 0. 
Dkmonstration. Soit ID = (D,JnCo un developpement arborescent 
linitaire de ~2. En raison de (5.5) nous savons que ~2 en possede un, et que 
son arbre associl J9c n’a pas de chaine intinie. Supposons alors que 
(If(d) = 0 et montrons que s’il en est ainsi alors 9o posslde une 1-chaine, 
ce qui contredira ce que l’on vient de dire, 
Construisons par recurrence une suite (B,),,, de sommets de 9o. Posons 
B, = D,. Soit n un entier. Supposons B, dttini de facon que a:(&$‘,) = 0 ou 
g,, est soit &’ si n = 0, soit une composante de ti\D,- , incluse dans la 
composante LY” de &’ -D,,-, contenant B, si n > 0. Alors, d’aprb (5.6), il 
existe une composante ST de X,,\B, telle que a:(Y) = 0. Soit 3’ la 
composante de ~2 - D, contenant Sr, on pose alors B, + 1 = D, + , n U F. 11 
est clair que (BO,..., B,,,) est une chaine de 9,,, ce qui acheve la 
demonstration. C.Q.F.D. 
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